Chapitre 01 - Equations cartésiennes

Probleme

On dépose deux spheres identiques a l'intérieur d’'un cube de 1 dm
d'aréte.
Quel est le rayon maximum possible de ces sphéres ?
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Prérequis et activités de découverte
1

ENEIMYEAE] Expressions et équations

M soit x€R . Résoudre en donnant les réponses sous forme exacte simplifiée au maximum, sans

exposant négatif ou fractionnaire, sans racine au dénominateur et avec des racines simplifiées au
maximum, ainsi que les valeurs approchées au centieme lorsque cela est pertinent :

x —4x+2_x e. —16=2x%2—-12x

X
¢ Ts 2 12

f. —x2+x—-1=0
b. x2—2(x+x’)=—x(x+2) g. x2+x=1
€ x2—2(x+x’)=—x(x+2)+1 h. —3x2+54=0
d. x?2=—x2+36
[EA Factoriser le plus possible lorsque cela est possible :

a. —2x2+8x C. 2x%*—-3x—-5

b. 2x2—8x+6 d. 2x2-3x+5

PSS Algébre et géométrie

W Déterminer I'équation de la droite d :

. paralléle a I'axe Ox et qui contient le point (-12;0,2) ;
. paralléle a I'axe Oy et qui contient le point (-12;0,2) ;
de pente -2 et qui contient le point (-4;7) ;

. oblique qui contient les points (-2;3) et (5;-1) ;

oD o0 T o

. qui contient le point (2;3) et qui est parallele a la droite d' d'équation 2x+y=1 ;
qui contient le point (2;3) et qui est perpendiculaire a la droite d' d'équation y=0,5 x+% .

g. Déterminer les coordonnées des points d’intersection des droites obtenues en c. et en d.

oh

EA Représenter graphiqguement les fonctions f'définies par :

a. f(x)=—2x2+8x c. f(x)=2x2-3x-5
b. f(x)=2x2-8x+6 d. f(x)=2x2-3x+5
[EX On donne ci-
contre des 7

représentations
graphiques de deux
fonctions fet g de
degré 2.

S(1;4)

D(451)

A(—=2;0) B(5:0) 5 4 -3/ 2
-5 -4 -3 - b | o1 2 3 4 6 7

01 2 3 4\5 6 7

Déterminer les trois
expressions
algébriques
(développée,
canonique ou
factorisée) de fet g.

C(0; —5)"

R AR R Lo
b & 4 b b oAb b L o v N\s o oo N

g

Le point S est le sommet de la parabole.
Le point D appartient a la courbe
représentative de g.

La courbe représentative de f contient les
points A, B et C.
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Prérequis et activités de découverte
e

ENETMINITSE Probleme

Le propriétaire d'un verger de pommiers a calculé que s'il plante 48 arbres sur son terrain, chaque
arbre produit 600 pommes par année. De plus, il estime que chaque fois qu'il plante un arbre
supplémentaire sur son terrain, la production de chaque arbre diminue de 6 pommes.

a. Montrer que le nombre total de pommes récoltées par année R en fonction du nombre
d'arbres supplémentaires x est : R(x) = -6x2 + 312x + 28800

b. Combien faut-il planter d’arbres supplémentaires pour récolter le plus de pommes
possible ?

c. Quel est alors le nombre maximal de pommes récoltées par an ?

d. Interpréter graphiquement.

Voir la théorie 1 a 7 et les exercices 1 a 7

IV YE:1230 Equations de cercles

M Déterminer I'équation du cercle I"de centre C(0;0) et de rayon r ?
EHA Déterminer I'équation générale d'un cercle I de centre C(xo;)0) et de rayon 7 ?

[EN Déterminer I'équation du cercle I" de centre C(2;-4) et tangent & I'axe des ordonnées. Donner
5 points qui appartiennent a ce cercle.

M Si cela est possible, déterminer le centre C et le rayon 7 des cercles suivants :

a. Ii: x’+)°—64=0 c. [ xX°+ y*+ 4x—2y—4=0

b. I3 : x*+y°+2=0 d. [y 2x°+2y*—2x+10y+11=0
[El Déterminer les points de coordonnées (x;x) qui sont & une distance 3 du point P(-2;1).
A Déterminer I'équation du cercle qui passe par les points A(1; -1), B(1; 0) et D(-2; 2).

Voir la théorie 8 et les exercices 8 a 17

SR {:3] Intersections et tangentes

[EM Déterminer algébriqguement les points d'intersection entre le cercle I': x>+ (y + 2)?=25 et la
droite d : x -2y + 1 = 0, puis interpréter graphiquement.

[EA Représenter les cercles 17 : (x + 1)2+ )2 =4 et % : (x - 52+ (y — 4)> = 20 et estimer les
coordonnées des points d'intersection, puis déterminer algébriquement ces points d'intersection.

[EM Déterminer I'équation de la droite passant par 4(1;3) et tangente & la parabole P d'équation
y =4x?-8x + 7. 1dem ensuite avec le point B(-1;1).

(R LUETEIENCIE Plus compliqué ...

Déterminer les équations des tangentes au cercle I" de centre C(1; -1) et de rayon 3 et qui passent
par le point P(5; 0).

Voir la théorie 9 et 10 et les exercices 18 a 26 \

7
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Méthodes et notions essentielles

YS9 Equations a plusieurs inconnues

Définitions

Une équation a n inconnues est une égalité entre deux expressions algébriques (le
membre de gauche et le membre de droite) qui comprend n variables.

Dans notre contexte, il sera implicite, si cela n'est pas précisé autrement, que les variables,
gu'on note le plus souvent par les lettres x, y, z, ¢, ..., représentent des nombres réels.

Exemples
» xyz =9 est une équation a trois inconnues x, y etz .

« 2x> + 5y = 3x - 6 est une équation & deux inconnues x et y .

Définition

Soit une équation a deux inconnues x et y .
Une solution d'une équation en x et y est un couple de nombres (a ,; b), qui, lorsqu'on
remplace x par le nombre a et y par le nombre b donne une égalité vraie.

Exemple : soit I'équation (E) : 2y—-2 = 3x -1 ; donner un couple qui soit solution de (E) et
un couple qui ne soit pas solution de (E)

 Le couple (1 ; 2) est une solution de (E) puisque six = 1 et y = 2, I'égalité
2:2-2=31-1 estvraie.

e Le couple (3 ; 5) n’est pas une solution de (E) puisque 2-5-2#3-3-1 .

Remarque : il y a le plus souvent une infinité de couples solutions pour une telle équation.

PACTIZNIIEY] Représenter graphiquement une équation

Soit /" une courbe du plan et (E) une équation a deux inconnues x et y.
Siona :

P(x,, y,)ET=(x,;¥,) est solution de (E)

Autrement dit : le point P est sur la courbe I si et seulement si le couple de nombres
(x0,y0) est solution de I'équation (E)

On dit que (E) est une équation de /" et que I est une courbe représentative de (E).
Représenter graphiquement I'équation (E) consiste a représenter tous les couples du
plan qui sont solution de (E).

Chaque fois qu'on a affaire a une équation a deux inconnues x et y, on peut donc essayer de
la représenter graphiqguement.

Exemple : soit I'équation (E) : y-x =0 ; représenter graphiqguement (E)

L'équation (E) est équivalente a y =x ; donc tous les couples solution de
(E) sont les couples dont les deux coordonnées sont égales.

Remarque : représenter graphiqguement une équation peut étre difficile ; on peut alors
s'aider d'un logiciel comme GeoGebra.

Réciproquement, chaque fois qu'on considére une courbe représentative du plan - c'est-a-
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Méthodes et notions essentielles

dire un sous-ensemble de points (x;)) du plan, on peut essayer de déterminer une équation
dont une représentation graphique donnerait cette courbe. Ceci est le plus souvent encore
plus difficile !

Exemple : quelle pourrait bien étre I'équation de la courbe ci- :
contre ?

Réponse (difficile, il faut nous croire !) :

I'équation de cette courbe est x4 -2xy +)*=0
Il est tres difficile de le démontrer, il faut nous croire !

Mais on peut par exemple vérifier que les points (0;0) et
(1;1) sont bien des solutions ...

ENEMZES Equations ax+by=c et droites du plan

Equation d'une droite

Soit d une droite du plan et E : ax+by=c une équation a deux inconnues x et y (ou a,b et ¢
sont des constantes réelles).

Si tout point (x;y) appartenant a d est solution de E et réciproquement toute solution (x;y)
de E appartient a d, on dit que ax+by=c est une équation cartésienne de d.

Théoréeme (équation d'une droite verticale du plan)

Si b=0 (et a#0 ), I'équation devient E : ax=c
c
] E peut alors aussi s'écrire x=z , ce qu'on écrit plutét x=k en renommant la

constante ; sa courbe représentative est une droite verticale du plan ;
[ réciproquement, si d est une droite verticale du plan, alors son équation est de la forme
x=c

Théoréme (équation d'une droite horizontale du plan)

Si a=0 (et b#0 ), I'équation devient E : by=c

C e c . R
[J E peut alors aussi s'écrire y=z , ce qu'on écrit plutét y=n en renommant la

constante ; sa courbe représentative est une droite horizontale du plan ;
[J réciproqguement, si d est une droite horizontale du plan, alors son équation est de la
forme y=n

Théoréeme (équation d'une droite oblique du plan)

Si a#0 et b#0 :

<
b
y=mx + n en renommant les constantes ; sa courbe représentative est une droite oblique
du plan de pente m et d'ordonnée a l'origine n ;

[ réciproquement, si d est une droite oblique du plan, alors son équation est de la forme
y=mx +n;

cette équation s'appelle I'équation réduite de d ; cette écriture est unique.

. o a - N
U E : ax+by=c peut également s'écrire sous la forme y:—5x+ , ce qu'on écrit plutot

Remarque : les équations des droites verticales ne peuvent pas étre écrites sous forme
réduite.

Exemple 1 : représenter la droite d passant par les points P;(0 ;1) et P»(3;2) et donner son
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Méthodes et notions essentielles

équation.

2—

1 A S -
Sa pente est m=r=§ et son ordonnée a l'origine est 1 car elle

passe par Pi(0;1). ‘ ‘ f

L'équation réduite de d est donc y:%x+1 . T

=

Une équation cartésienne est —%x+y=1@—x+3y=3 .

Exemple 2 : représenter I'équation y + x =3

L'équation cartésienne y+x=3 est équivalente a I'équation réduite
y=-x+3.

Elle est représentée par la droite oblique ci-dessous :

Exemple 3 : représenter 1'équation 3 -x =5

L'équation cartésienne 3 -x =5 est équivalente a I'équation x = -2.
On représente tous les points (x;) du plan qui sont solution de cette
équation ;

dans ce cas, il s'agit de tous les points dont la 1™ coordonnée est égale
a -2, soit une droite verticale !

CEELUMYELTEIE Droites paralleles et perpendiculaires

Théoréme (droites paralleles)

Deux droites de pentes m, et m, sont paralléles < m,=m,

Théoréme (droites perpendiculaires)

Deux droites de pentes m, et m, sont perpendiculaires < m-m,=-1

Exemple : déterminer la droite d passant par le point 4(2;5) et perpendiculaire a la droite d’

. . 1 1
d'équation y=—§ x+5 .

Comme d est perpendiculaire a d', elles ont des pentes inverses et opposées ;

celle de d' vaut —% , on en déduit que celle de d vaut 3, car 3-(—% =-1.

d est donc d'équation y=3x+b ; reste a trouver b ...

Comme A(2;5)€d , on peut substituer dans I'équation : 5=3-2+b < b=5-6=-1
L'équation de d est donc y=3x—1

10

Chapitre 01 - Equations cartésiennes
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EIEMTAIE] Deuxiéme degré et paraboles

Théoréme (deuxieme degré)

[J Une équation de la forme y=ax’+bx+c, ou les coefficients a, b et ¢ sont des
constantes réelles et a#0, est représentée graphiquement par une parabole [on dit
aussi : sa courbe représentative est une parabolel.

. 2 ;. 7 ,
O L'expression ax +bx+c est écrite sous forme développée.

2 . . o 2 N b
[0 y=ax"+bx+c peut aussi toujours s'écrire sous la forme v=a(x—k)’+m ol k=——

2a
_ b’—4ac i
et m=— a2 ; on parle alors de forme canonique.
b
[ La parabole admet un axe de symétrie d'équation xZ—Z, un sommet au point
_ b b'—4ac .
S(k;m)= S(_E ; —T) ; elle est convexe (de forme U) si a> 0 et concave (de

forme N) si a<o0.

Théoreme « Formule de Viete »

. 2 . s - . - .
Soit ax“+bx+c une expression du 2¢ degré. On appelle discriminant de I'expression le
— 12
nombre A =5b"—4ac . Alorsona:
. , . . 2 —
O si A>0: I'expression ax’+bx+c se factorise comme ax +bx+c=a(x—x,)(x—x,) (on

parle alors de la forme factorisé) et I'équation ax’+bx+c=0 a deux solutions
distinctes : x _ —bx/A

. 1,2 2a
[JSi A=0 : I'expression ax’+bx+c se factorise comme ax2+bx+c:a(x—x0)2 (on parle

alors également de la forme factorisée) et I'équation ax’+bx+c=0 a une unique

. b
solution : x, = — —
2a

[0Si A<O: I'expression ax’+bx+c ne peut pas étre factorisée, il n'y a pas de forme

.z 7 . 2 .
factorisée et I'équation ax"+bx+c=0 n'a pas de solution.

Exemple 1 : résoudre I'équation 2x* + 5x = - x* + 8.
2x* + 5x = - x* + 8
< 3x*+5x-8=0 <—— On écrit I'équation sous la forme ax’+bx+c¢=0 .

lcia=3,b=5,c=-8,donc A=b’-4ac=5"—-43(-8)=121>0

Cette équation a donc 2 solutions distinctes :

-b+/A -5+{121 -5+11
2a 2-3 T 6

Ce quionnoteainsl @ xy=——if-5_g 4 5 -==2-iL 16 __
a St 6 6 27 6 6

X127

w|oo

Et donc I'ensemble des solutions est : S = [ —%; 1] .

Remarque : on obtient également une factorisation de I'expression 3x°+5x—8

327451 -8=3(x—(~2))(x~1)=3(x+Z)(x~1)=(3x+8) (x—1)
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Exemple 2 : factoriser I'expression 4 x*—4 x+1 .
Icia=4,b=-4,c=1,donc A=b—4ac=(—4)—-44-1=0

Cette expression a donc un unique facteur (double) qui s'annule pour :
b —4 1

2

et on peut factoriser : 4x’—4 x+1=4 (x—%) }

Remarque : on a aussi résolu I'équation 4x*—4x+1=0: § = {

N | —

Exemple 3 : résoudre I'équation 4 x°—4x+3=0 .
Icia=4,b=-4,c=3,donc A=b"—4ac=(—-4)—443=-32<0
Cette équation n'admet donc pas de solution: S = &

0 2 2 . . 2 ; .
Remarque : on a aussi démontré que I'expression 4 x"—4x+3 n'est pas factorisable.

Théoreme « Cas particulier de I'équation x>=a »

Les solutions de I'équation x’=a (pour a=0) sont x1=+\/5 et xzz—\/a .

Exemple : résoudre I'équation 2x> = 36.

2x* = 36
< x? =18 <——  On divise par 2 les deux membres
e  x=+/I8 <« On utilise le thm « Cas part. Degré 2 »

Donc § = |—\/ﬁx/l_8}

Méthode « Résolution d'une équation de degré 2 par factorisation »

Exemple : résoudre I'équation 2x? - 3x = x* + x + 21.

2x* - 3x = x2 +x + 21
< x*-4x-21 =0 <——  Onrend nul le membre de droite.
< (x + 3)x -—7) =0 <——  On factorise le membre de gauche.
Par le théoreme du produit nul vu en 1" année, on a :

x+3=0 ou x —-7=0

= x = -3 < x =7

Donc S =|—-3;7|
Remarque : on peut en guise de vérification tester les valeurs trouvées :

pourx = — 3 : 2(-3)? - 3(-3) = 27 et (-3)2 + (-3) + 21 =27
pourx = 7 : 2(7)? - 3(7) = 77 et (7)2 + (7)) + 21 =77

12
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(AELINEUITEE Représentation graphique d’une parabole

Méthode « Représenter graphiquement une parabole »

Pour représenter graphiquement une parabole, il faut déterminer, lorsque c'est possible, les
informations suivantes :

[] les intersections avec les axes

[] I'axe de symétrie

[J le sommet

[ la forme convexe ou concave

[ quelques points supplémentaires

Remarques : selon la forme sous laquelle la fonction est donnée, certaines informations
peuvent étre obtenues directement :

[ la forme développée y=a x*+bx+c permet de lire immédiatement I'ordonnée a l'origine
c;

[J la forme canonique y=a(x—k)2+m permet de lire immédiatement les coordonnées du
sommet S(k;m) ;

(] la forme factorisée enfin, y=a(x—x,)(x—x,), qui n'existe que si A=0 , permet de lire
immédiatement les intersections de la parabole avec l'axe Ox, a savoir, les deux points
(x,,0) et (x,,0) si A>0 ou l'unique point (x,,0) si A=0 ;

[J les autres informations sont ensuite déterminées sans forcément passer par |'écriture des
deux autres formes de la fonction.

Exemple 1 : soit y = -2(x+4)(x—1). Donner, si c'est possible, I'ordonnée a l'origine, les
zéros, l'axe de symétrie, le sommet, la forme convexe ou concave et la représenter
graphiquement.

L] y est sous forme factorisée, on obtient donc directement les points d'intersection de la
parabole avec I'axe Ox : (—4;0) et (1;0).

L] I'axe de symétrie de la parabole est la droite verticale passant par le milieu de (-4;0) et

(1,0) : x=_42+1 @xz—%
3 . . A
] x=—5 est aussi I'abscisse du sommet ; on calcule I'ordonnée :
3 3 3 5 5, 25 3 25

=(—= Cy=—2(—=+4)—=—1)==2(Z)(—Z)=—7—, S(—=,—=
pour x=(=3) ,ona : y==2(-3+4)(-3-1)=-2(3)(~3)=2 , donc S(-5:3)
Remarque : pour ces deux derniers calculs, on peut aussi utiliser les formules x:—% et

b b—4ac
S(_2a ’ 4q )

[J a = -2 < 0 donc la parabole est concave (N)
[] pour x=0, on a : y=—2(0+4)(0—1)=8, donc le point d'intersection avec I'axe Oy est (0;8)

[] de plus, le symétrique de (0;8) par rapport a I'axe de la parabole est (-3;8).
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14

Toutes ces informations se placent dans le
repére et permettent de tracer la parabole :

2
Exemple 2 : soit y=4(x+%) —4 . Donner, si cela est possible, I'ordonnée a l'origine, les

zéros, l'axe de symétrie, le sommet, la forme convexe ou concave et la représenter
graphiquement.

[] y est sous forme canonique, on obtient donc directement les coordonnées du sommet

de la parabole : S(—%;—4) et I'axe de symétrie : x:—%.
B 3 3T
[J on résout I'équation : ¥y=0 = 4(x+=) -4=0 = (x+>) =1 = x+5=%V1

2 2 2

1

3 5
< xZiI—E d'ou les intersections avec I'axe Ox sont —5 et —5

Remarque : pour résoudre cette équation, on aurait aussi pu développer puis utiliser la
formule de Viéte.

L] pour x=0,0n a :
y:4(0+%)2_4:4%—4:5 , donc le point
d'intersection avec I'axe Oy est (0;5).

[Ja =4 > 0 donc la parabole est convexe (U)

[ Le symétrique de (0;5) par rapport a I'axe de (-3:5)
la parabole est (-3;5).

Toutes ces informations se placent dans le 5
repére et permettent de tracer la parabole : (= 3 :0)

:
-6 -4

(-3:-4)

8

|

|
Wl w
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PR LU Relation algebre, géométrie ... et fonctions !

Si on a affaire a une équation a deux inconnues x et y, on peut essayer d'exprimer l'une des
inconnues (en général y), en fonction de x. Si on y arrive, on a alors une écriture du type y
= flx), ce qui devient équivalent a considérer une fonction !

Les équations du type y = m représentées par les droites horizontales sont associables aux
fonctions de degré 0, les équations du type y = px + g représentées par les droites
obliques aux fonctions de degré 1 et les équations du type y = ax’ + bx + ¢ représentées
par les paraboles aux fonctions de degré 2. Les équations du type x = k représentées
par les droites verticales ne sont pas associables a des fonctions.

Exemple 1 :

L'équation 2x—y=1 peuts'écrire y=2x—1 . Considérer cette équation devient
alors équivalent a considérer la fonction f définie par f{x) = 2x — 1.

Exemple 2 :
L'équation 6x° —3y—12=0 peuts'écrire y=-2 x>—4 . Considérer cette équation

2o 5 64 5 RFr — 2
devient alors équivalent a considérer la fonction f définie par f (x)——2x —4

En résumé, étant donnée une équation a deux inconnues x et y :

[ si elle peut s'écrire sous la forme y = fix), c'est-a-dire qu'on arrive a exprimer une
variable en fonction de l'autre (!), alors cette équation définit une fonction f'; les courbes
représentatives de I'équation ou de la fonction sont identiques ;

[ si elle ne peut pas s'écrire sous la forme y = f(x), elle ne définit pas une fonction ; on
peut cependant (essayer de) représenter graphiquement cette équation, mais cela est
souvent difficile ;

étant donnée une courbe représentative (un sous-ensemble de points du plan) :

[ s'il existe au moins une droite verticale qui intersecte la courbe plus d'une fois, la courbe
donnée ne peut pas étre celle d'une fonction ;

[J si elle n'est jamais intersectée plus d'une fois par toute droite verticale, elle représente
une fonction, mais il est souvent difficile de trouver I'équation y = f(x) !

. . T 2 . .
Exemple 3 : soit la fonction f définie par f(x)=x"—x+2. Donner, si cela est possible,
I'ordonnée a l'origine, les zéros, I'axe de symétrie, le sommet, la forme convexe ou concave
et la représenter graphiquement.

L] £ (x) est sous forme développée, donc on obtient directement I'ordonnée a I'origine : 2.

[0 A=(-1)>-4-1-2=-7<0 donc la forme factorisée n'existe pas et Z,=8.

[J Axe de symétrie : X=—o =T 55

1
| x=§ est I'abscisse du sommet ; on calcule I'ordonnée :
Iy Ly Ly ,_1=2+48_7 1.7

[Ja =1 > 0donc la parabole est convexe (U)
[J Points supplémentaires : f(—1)=(=1)=(=1)+2=4 et f(-2)=(-2)*—(-2)+2=8
[] Le symétrique de (-1;4) par rapport a I'axe de la parabole est (2;4).

Le symétrique de (-2;8) par rapport a I'axe de la parabole est (3;8).
Le symétrique de (0;2) par rapport a I'axe de la parabole est (1;2).
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Toutes ces informations se placent dans le repére et
permettent de tracer la parabole :

Voir les exercices 1 a 7

LY C18] Equations de cercles

Cercle centré a l'origine

Prenons I'exemple du cercle I" de rayon r, centré a l'origine
et considérons un point P qui appartient au cercle I .
Ona:Pel'= §(0,P)=r

Autrement dit, dire qu'un point P(x;y) appartient a [ est
équivalent a dire que la distance entre ce point et I'origine
vaut r.

Algébriquement, cela signifie : (0, P)=r o x’+y’=¢’

L'équation du cercle I centré a I'origine et de rayon r est donc xz+y2=r2 .

Si un point P(x;y) du plan appartient au cercle I', alors ses coordonnées x et y vérifient
['équation xz+y2=r2

Réciproquement, si les coordonnées x et y d'un point P(x;y) du plan vérifient I'équation
szryzzr2 , alors P appartienta I".

Cercle quelconque

De la méme maniére, on obtient le résultat suivant pour un
cercle quelconque :

L'équation du cercle I' de centre C(xy;),) et de rayon r
est: (x—x, +(y—y,)=r". Col%p: Yo)
En développant cette équation, on obtient une autre forme
pour exprimer |'équation d'un cercle :

X =2 xx +x, 4 Y2 =2 yy +y,. =1

en posant a:—2xxo,b=—2yy0,c:x02+y02 , on obtient
x2+y2+ax+by+c=O
On l'appelle équation cartésienne du cercle.

Remarque : un cercle ne peut pas étre la courbe
représentative d'une fonction !

16
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Méthodes et notions essentielles

Méthode « Déterminer I'équation d'un cercle »
Exemple 1 : déterminer I'équation du cercle " de centre Cy(2;-3) passant par le point A(2;5)

L'équation de [ est de la forme (x—x0)2+(y—y0)2= r* . Comme on connait le centre
Co(2;-3),ona: (x—2)+(y+3)=r" ; reste & déterminer r.

Comme AET , on sait que r est la distance entre Cyet A4 ; r=1(2-2)%+(-3-5/=8
Donc I'équation de I"est : (x—2)°+ (y+ 3)*=8?
Exemple 2 : déterminer si I'équation x°+ y2—2x+ 8 y+ 15=0 est celle d'un cercle.

Il faut transformer I'équation pour voir s'il est possible de I'écrire sous la forme
(x—x,)+(y=—y)'=r : x°+ y°—2x+8y+15=0 & (x*—2x+..)+ (y*+8y+..)+15=0.

On a ainsi par complétion du carré (x—1)%+ (y+ 4P+ 15=1+16 o (x—1)+(y+4)’=2.

Donc I'équation est celle du cercle de centre Cy(1;-4) et de rayon r=y2.

Voir les exercices 8 a 17 \

CHV-¥T\1ldl Intersections

Exemple : déterminer algébriquement les coordonnées des points d'intersection de la droite
d:2x—y—5=0 et du cercle I": x*+y*=25, puis interpréter graphiquement.

't ) | . 2x—y—5=0
Il faut résoudre le systeme : 2+ y2:25 .
y=2x—5
On écrit : 2+ y2—25 et on utilise la méthode par substitution, c’est-a-dire qu'on

substitue y par 2x - 5 dans la 2¢ équation : x> + (2x—5)’=25

on obtient une équation a une inconnue qu'on sait résoudre :

X 44X =20 x+25=25=5x"-20x=0=x(5x—20)=0
doux=0oux=4
On revient au systéme de départ pour trouver les valeurs de y correspondantes :
six=0: »=2-0—-5=-35, donc le 1* point d'intersection est /(0;-5)
six =4 : y=2-4—5=3, donc le 2¢point d'intersection est J(4;3)
§={(0,-5),(4,3)}

Graphiguement : les coordonnées
des deux points d'intersection sont
bien (0;-5) et (4;3)
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Méthodes et notions essentielles

IO GETRIITERCII) Tangentes

Définition « Tangente a une parabole ou a un cercle »
Une tangente a une parabole ou a un cercle est une droite qui a un unique point
d'intersection avec cette parabole ou ce cercle.
Exemple : déterminer I'équation de la droite passant par A(4;-3) et tangente a la parabole

P d'équation y=%(x—3)2—1 .

On commence par représenter graphiqguement la situation.

Comme P est donnée sous forme canonique, on a :

x=3 est I'axe de symétrie et S=(3;-1) est le sommet de la parabole ;

on calcule encore I'ordonnée a l'origine : i
5

0,‘2)

appartient a la parabole,ainsi que le point

6

y:}T(O—?,)Z—l = % , donc le point

symétrique 6;%) ; puis par Viete, les

intersections avec I'axe Ox sont (1;0) et (5;0).
Avec ces 5 points on peut tracer la parabole.

On « voit » qu'il faut s'attendre a deux

solutions tangentes a P passant par 4 (en
vert).

L'équation des tangentes est de la forme y =
px+gq;

Comme A4(4;-3) appartient a ces droites, on a :
-3 =4p+q

C’est-a-dire que g = -3-4p dans les deux équations recherchées ; les équations sont donc
de la forme y = px -3-4p.
On pose le systeme qui permet de déterminer le(s) point(s) d'intersection(s) :
y=px —4p-3
1 ) gu’on résout par comparaison:
y=7(x=3)-1

px—4p-3==(x-3V-1 & px—4p—2=i—(x—3)2 o 4 px—16 p—8=x"—6x+9

L
4
e X—6x—4px+16p+17=0 o xX’—(4p+6)x+16p+17 =0
La formule de Viete donne :
A=(4p+6)—4-1-(16 p+17) = 16 p*+48 p+36—64 p—68 = 16 p°— 16 p—32
Comme on souhaite qu'il y ait une seule solution a ce systeme (puisqu’une tangente a un
seul point d'intersection avec la parabole), il faut que A =16 p2—16p—32 =0
Il faut maintenant résoudre cette équation en p avec la formule de Viéte :
164116’ —4-16-(—=32) _ 162304 _ 16+48 _ 1+3
P2 = 216 - 2 32 2
L’équation de la premiére tangenteest y = p,x —4p,—3 =2x—8-3=2x—11

donc p,=2et p,=—1

L'équation de la deuxiéme tangente est y = p,x —4p,—3=—x+4—-3=—x+1.

Voir les exercices 18 a 26

18
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Exercices d’entramement

Degrés 0, 1 et 2

N soient la droite d,: 3x + 4y -2 =0, la

droite d, passant par les points A=(-1;2) et
B=(5,6) etladroiteds: 4x-3y-1=0

a. Représenter proprement dans un méme

repére les droites d; et d;

b. Déterminer I'équation cartésienne de Ia
droite d;

c. Déterminer
droites d, et ds

le point d'intersection des

d. Donner I'équation cartésienne de la droite
d. qui est perpendiculaire a ds et qui passe par
le point A=(-1;2)

3 soient les droites dy:x +2y-8=0,
dr:4x +3y-7=0etds: 3x + y-9=0.

a. Déterminer les points d'intersections entre
ces trois droites.

b. Déterminer l'aire du triangle délimité par
ces trois droites.

B Résoudre et donner les solutions en
valeurs exactes et simplifiées au maximum :

a. x’—3x=—4 c. 3x2=24

b. 3x’=6x+1

n Factoriser le plus possible :

a. 7x°+5x-2

b. 3(x—1)’-9(x—1)

c. 7a’b’c—14a’b ’+28ab’

d. (5x+4)(9x—5)—(12x+7)(5x+4)
e. 49x +28x+4

f. x’+5x—14

E Pour la fonction f définie par
f(x)=—x’+2x+3, donner l'ordonnée a
I'origine, I'ensemble des zéros, l'axe de

symétrie, le sommet et la représenter
graphiquement de facon précise.

ﬂAvec 300m de grillage, on cloéture un
terrain rectangulaire d'aire la plus grande
possible et dont la longueur s'appuie sur le
bord d'une riviere rectiligne, ce c6té ne
nécessitant pas de grillage. On appelle x la
largeur du terrain (la longueur est plus grande
que la largeur).

a. Montrer que la longueur du terrain est 300-

2x puis déterminer le domaine des valeurs
intéressantes pour le probleme (Dvipp)

Chapitre 01 - Equations cartésiennes
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b. Montrer que l'aire du terrain a cléturer en
fonction de x est donnée par flx) = -2x2+300x

c. En déduire la largeur x a prendre pour que
le terrain soit d'aire maximale. Préciser alors
cette aire et la longueur correspondante.

d. Interpréter tout le

probléeme.

graphiquement

Voici une représentation graphique d'une

fonction f du deuxiéme degré ; sa courbe
représentative contient le point (0 ;-1) et
(-1;-3) est son sommet :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

___________________________________

(factorisée,

formes
développée et canonique) de f.

Déterminer les 3

Voir la théorie 1 a 7

Equations de cercles

EJ Etablir une équation qui exprime que
P(x;y) est a une distance 5 de l'origine.
Décrire I'ensemble des points P possibles.

E Déterminer tous les points de l'axe des
ordonnées qui sont a une distance 6 de

A(5;3).

[EX] Déterminer tous les points de I'axe des
abscisses qui sont a une distance 5 de A(-2;4).

EE} Déterminer le  point du troisiéme
quadrant de coordonnées (2a;a) qui est a une
distance 5 de A(1;3).

miuels sont les points P(x;y) du plan tels
que OP=4 et y=-27

m Soit I"un cercle d'équation
(x=3)%+ (y+2)°=36 .

a. Donner le centre et le rayon de [
b. A(7;-5) appartient-ila I'?

c. A(8;-5)appartient-il a ' ?

d. Donner les coordonnées de 5 points
appartenantal’.

e. A(-2;1) est-il a l'intérieur de I ?
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Exercices d’entrainement

f. Déterminer les coordonnées des points
d'intersection de la représentation graphique

de ["avec les axes Ox et Oy.

dg. Représenter graphiquement 7.

X} Déterminer I'équation du cercle I :
a. de centre C,(4,-2) et derayon r=8.

b. de centre C,(-4,-2) passant par le point
P(1;3)
EXJ Déterminer I'équation du cercle I

a. tangent a I'axe Ox et de centre (3;2).

b. tangent a la droite d d’équation y = 5 et
de centre (5;-2).

c. de centre (1,-1) et passant par (3;2).

m Si cela est possible, déterminer le centre
C, et lerayon r des cercles [ suivants :

a. x’+ y’+6x+8y+24=0
b. x’+ y’—4x+2y+6=0
€. x°+ y°—20 y+ 36=0
d. x*+y°—x+3y—1=0
Si cela est possible, déterminer le centre
C)y et le rayon r des cercles I suivants :
a. x’+)*—25=0
b. x’+1°+36=0
. X2+ —ax+ 6+ 4=0
. xX°+ y°+10y+9=0
. X y2—8x—6y=O

C

d

e

f. x%+ y’+4x—2y+9=0

9. 2x°+2y°—2x+10y+11=0

h. 225x%+225y%+ 600x—990 y+ 1089=0

EX] Déterminer I'équation du cercle passant
par A(3; -2), B(-1; 1) et D(3 ; 4).

Voir la théorie 8 ‘

Intersections et tangentes

EX:] Dans un repére orthonormé du plan, on
considére la droite d'équation y=—2x+2et la

parabole d'équation y:—%x2+2 X.
a. Représenter soigneusement cette droite et
cette parabole.

b. Calculer les coordonnées de leurs points
d'intersection. Donner la réponse en valeur
exacte simplifiée au maximum et sous forme
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arrondie au centieme.

[EX] Déterminer algébriquement les points
d'intersection entre le cercle I": x*+)? -2x +2y

= 8 et la droite d : x + y - 2 = 0, puis
interpréter géométriquement.
EXY soit P la parabole d'équation

f(x)=x’-6x+8 et soit P' la parabole
d'équation g(x)=—x’+6x—2 .
Déterminer algébriquement les intersections

de ces deux paraboles puis interpréter
graphiquement.

m Déterminer les points d'intersections
entre les cercles [1 et I3 :

a. [ :x*+y*=25etl, : x*+y*8x+7=0

b. I :x*+y* =25et [, : x*+)*12x- 4y-5=0

c. [1:x*+y*=4etl; : x*+)*-10x+10y+46=0

[EX] Dans un repére orthonormé du plan, on
envisage les points A(-4;1) et B(2;-3).

a. Etablir I'équation de la droite passant par
les points 4 et B.

b. Etablir ['équation du cercle dont le
segment [4B] est un diamétre.

c. Etablir I'équation de la droite tangente au
cercle au point 4.

[EXd Déterminer les tangentes de pente -1 au

cercle a la courbe d’équation (x + 2)* + y? =
2.

[PXE3 Trouver la tangente au cercle
I': (x-1)*+ (y + 3)* = 2 passant par le point
2 ; -2).

[EX3 Trouver les tangentes au cercle I": (x -
1)? + y* = 4 qui sont parallélesa d : 3x + 4y =
2.

Déterminer les équations des tangentes
au cercle I": x* + y? = 5 issues du point
A(5/3 ; -5/3).

X Déterminer I'équation de la tangente &

la parabole P : y = 2 - x* passant par le
point :

a. A(3;2)
b. B(2;-1)
c. C(1;-1)

Voir la théorie 9 a 10
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Exercices d’entramement

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

m Donner I'équation du cercle I" de centre
Cy(3:-2) ettangent & la droite ¥y=5.

EXJ Donner la forme cartésienne d'une
équation du cercle " centré au point Cj et de
rayon r et calculer les coordonnées des points
d'intersection de ce cercle avec les axes Ox et
Oy:

a. C,(0,0)etr=7 c. Cy(2;-2)etr=2

b. Cy(-3,0)et r={3 d. Co(a,'Za) et r=1{5a

[EXN Déterminer (si possible) le centre et le
rayon du cercle I" donné par I'équation :

a. x°+)°—4x+6y—36=0

b. x°+ )°+8x—10y+ 37=0

c. x°+ y’+4y—117=0

d. x°+ y*+4x—2y+5=0

m Déterminer I'’équation du cercle passant
par A(1; -1), B(1; 0) et D(-2; 2).

m Déterminer si la droite et le cercle se

coupent, sont tangents ou extérieurs dans les

cas suivants, et déterminer les points

d’intersection :

a.l:x*+y>-3x+2y=3etd:2x-y=3

b. I':x*+y*-8x +2y+ 12=0
etd:x-2y-1=0

c. "' x*+y’=letd:y=x+10

m Calculer le(s) point(s)

entre le cercle et la droite :

a.l:x*+y*’=25etd:2x-y=5

b. I":x*+)y*-4x-6y=12etd:3x-4y =19

d’intersection

[EE] Déterminer I'équation du diamétre du
cercle I" : x> + y* + 4x - 6y = 17 qui est
perpendiculaire a la droite 5x + 2y = 13.

[EI3 calculer les points d’intersection entre le

cercle I': x>+ 4+ 15x - 12y + 36 = 0 et les
axes de coordonnées.

Déterminer I'équation d’un cercle I
tangent a Ox et passant par A(-2 ; 1) et B(5 ;
8).

EX] Déterminer les équations des cercles
tangents a x + y - 10 = 0 et passant par
A(7 ;1) et B(-5; 5).

[EE] Déterminer les équations des cercles
passant par 'origine et qui sont tangents aux

droitesx + 2y =9 ety = 2x + 2.

Chapitre 01 - Equations cartésiennes
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L) Déterminer les équations des cercles
passant par A(-1 ; 5) et qui sont tangents aux
droites 3x + 4y = 35 et4x + 3y + 14 = 0.

REPONSES DES EXERCICES
SUPPLEMENTAIRES

EEN (x-3)% (y+2f=7
EX

a. x’+)*-49=0 ; (-7;0) et (7;0); (0;-7) et
(0;7)

b. x%+ y*+6x+6=0; (~3-(3:0) et (-3+/3;0);
c. x°+ y’—4x+4y+4=0; (2;0);(0;-2)

d_ x2+ y2_2ax—4 ay:o ; (0 ;4(1), (0,0) et
(2a;0).

a. Cy(2;-3) etr=7
b. Cy(-4;5) et r=2
c. Cy(0,-2) etr=11

d. Cy(-2:1) etr=0

3,2 1.2 26
EA (x+§) +(y+§) =2
EXl

a. coupe ; (E'Z
- coupe 5Ty
b. tangente ; (3;1)
c. extérieure
EA
a. (0;-5) et (4;3)
b. (5 ;-1)
m 2x -5y =-19
(-12;0), (-3;0) et (0;6)
Ed
(x—1)2+(y—5)2=25 ou
(x+7)°+(y—13)*=169
EE 2+y*=500u
(x+10)+(y+30)*=1250
y
EE] (x—2)*+(y—1)/=50u
222 31,2289
=) +eg) =55
X (x—2)°+(y—1)*=25ou
2022 (. 349 )2 (185)2

(x+%5) +(r=%5) =(55

Jet (0 ;-3)
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« Good mathematics is not about how many answers you know...

It's how you behave when you don't know »

Auteur inconnu

A savoir en fin de chapitre
Degrés 0, 1 et?2
v équations des droites verticales, horizontales et obliques ;
v parallélisme et perpendicularité ;
v connaftre les formes canonique, développée et factorisée d'une expression de degré 2 ;

v factoriser des expressions de degré 2 et résoudre des équations de degré 2 par
factorisation ou en utilisant la formule de Viéte ;

v représenter graphiquement de maniére efficace y=ax’+bx+c comme parabole (axe de
symétrie, sommet, concave/convexe, points supplémentaires et symétriques), quelle que
soit la forme (développée, canonique, factorisée) sous laquelle elle est donnée ;

v déterminer I'expression algébrique d'une parabole donnée ;

Voir la théorie 1 a 7 les exercices 1 a 7

Equations de cercles

v déterminer I'équation d'un cercle ;

v déterminer le centre et le rayon d'un cercle d'équation donnée ;
v déterminer I'’équation d’un cercle passant par 3 points ;

v déterminer des équations de tangentes a un cercle ;

Voir la théorie 8 les exercices 8 a 18

Intersections et tangentes

v poser et résoudre un systeme d'équations pour déterminer les coordonnées des points
d'intersection de courbes et interpréter graphiquement les solutions ;

v déterminer des équations de tangentes a des courbes.

Voir la théorie 9 a 10 les exercices 19 a 28 \

Compléments

Fiches résumé - vidéos - exercices en ligne

http://www.sesamath.ch/manuel-matugym-2e/complements/ch01
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