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 Ma3A - Chapitre 1 : Explorations numériques 
  



    

   Problème    Dans la prison de Sikinia, il y a 200 cellules numérotées 1 ; 2 ; 3 ; ….. ; 200. Ces cellules sont toutes occupées et sont naturellement fermées à clef. Lorsqu'on tourne la clef d'un demi tour dans la serrure, la porte s'ouvre, mais si on tourne encore la clef d'un demi tour, la porte est à nouveau fermée (et ainsi de suite).  Pour fêter le vingtième anniversaire de la république de Sinikia, le président décide une amnistie et il donne l'ordre suivant au directeur de la prison :  Vous partez de la cellule n°1 et vous tournez d'un demi tour toutes les serrures.   Vous partez de la cellule n°2 et vous tournez d'un demi tour toutes les deux serrures  (une sur 2).  Vous partez de la cellule n°3 et vous tournez d'un demi tour toutes les trois serrures   (une sur 3).  Et ainsi de suite……….  Finalement, vous partez de la cellule n°200 et vous tournez d'un demi tour  toutes les 200 serrures (une sur 200). Un prisonnier sera libéré si, à la fin, sa porte est ouverte.  Question : Quels seront les prisonniers qui seront libérés ? 
	Systèmes de numération 


		Qu’entend-t-on par «système de numération positionnel en base 10» ?

	Connaissez-vous d’autres systèmes de numération ?




			Ressources






		Activité : « Complément Sesamath.ch de 1re année sur les systèmes de numération » : https://sesamath.ch/post-obligatoire/matugym/manuel-matugym-1e/les-fichiers-a-telecharger/chapitres-supplementaires/ch1-systemes-de-numeration 

	Site : « Petite histoire du nombre », par Thérèse Eveillau : http://therese.eveilleau.pagesperso-orange.fr/pages/hist_mat/textes/h_nombre.htm 

	L’incroyable invention du zéro : une idée géniale pour marquer l’absence !
	Lecture :  Zéro, la biographie d’une idée dangereuse », Charles Seife, Ed. Lattes

	Lecture  : « Une merveilleuse histoire du zéro », par W. Mouhali : https://theconversation.com/une-merveilleuse-histoire-du-zero-153895

	Lecture : «L’histoire universelle des chiffres », Georges Ifrah, Ed. Laffont

	Vidéo : Terry Jones (Monty Python) «L’extraordinaire aventure du chiffre 1» https://www.dailymotion.com/video/xp46wm /v.o.:https://www.dailymotion.com/video/x76dnzs 






	Les nombres entiers naturels


		Pourquoi des nombres ?
	Lecture : «Ne compter que sur ses doigts » [copie disponible sur demande] 

	Site : https://fr.wikipedia.org/wiki/Dactylonomie 



	Etes-vous au clair avec les notions suivantes ?
	Ensemble des nombres naturels : 492.

	Notations :467 ;467 527.

	Sous-ensembles :492 ;385356…ouformule mais pas formule ni formule. Ne pas confondre 2, {2}, {{2}} !

	Comment noter autrementformule ? Et492 ?

	Addition/somme et multiplication/produit : quelle est la différence ?

	Des propriétés : opérations internes, éléments neutres 0 et 1, commutativité, associativité, distributivité. 
	Pourquoi ces propriétés des nombres sont-elles vraies ? 

	Axiome, définition, théorème, démonstration, … 



	Donner le quotient et le reste de la division euclidienne de 27 par 4.

	Pair/impair, multiples, diviseurs.

	 Soit la conjecture suivante : « Si n est impair, alors n2 est impair »
	La démontrer.

	Enoncer sa réciproque et sa contraposée.

	Les démontrer.



	 Les critères de divisibilité : par 2, 3 , 4, 5, 9, 10, 11, 25, 100 : 
	Savez-vous les énoncer ? 

	Les démontrer ?

	Savez-vous qu’il existe des critères de divisibilité par 7 ? par 11 ?



	Les nombres premiers :
	0 et 1 sont-ils premiers ? Pourquoi ?  Donner la définition de nombre premier.

	1 est-il premier ?

	 Combien y a-t-il de nombres premiers ? Savez-vous le justifier ? On peut utiliser une démonstration par l’absurde.

	Info : ce résultat est déjà présent chez Euclide dans « Les Eléments IX : 20 » » au IIIe siècle avant J.C. !



	Un problème célèbre : le théorème de Fermat
	L’énoncer.

	Connaissez-vous son histoire ?

	Une référence : «Le dernier théorème de Fermat », de Simon Singh 
[prêt disponible sur demande]



	Comment les nombres premiers sont-ils répartis dans ℕ ? La réponse est étonnante …
	Existe-t-il de longues suites d’entiers tous composés ? 

	Que sont les premiers jumeaux ? Combien y en a-t-il ?

	Une référence : « Merveilleux nombres premiers », de Jean-Paul Delahaye 
[prêt disponible sur demande]



	 Des questions encore ouvertes = conjectures non démontrées à ce jour :
	Goldbach (1742) : Tout nombre entier pair supérieur à 3 peut s’écrire comme la somme de deux nombres premiers.

	Polignac (1849) : Tout nombre pair est égal à la différence de deux nombres premiers consécutifs d'une infinité de manières.
	Cas n=2 : Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p+2 soit aussi premier.

	En 2021 : n’est encore démontré pour aucun nombre pair !










		La récurrence




		Calculer :
	1 + 2 + 3 + 4 + 5.

	1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + 20.

	1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + 123456789.

	Conjecturer une formule pour calculer rapidement 1 + 2 + 3 + … + n.

	La démontrer.



	On peut aussi démontrer cette égalité autrement : démonstration par récurrence.

	Démontrer que1141. Cela vous rappelle-t-il un problème célèbre ?

	Démontrer que 513est un multiple de 3.

	Ce principe peut également être utilisé dans un contexte où apparaissent d’autres nombres que les entiers, mais le principe de récurrence s’applique bien toujours à 459 ; montrer que : soit 515 , on a : 542.




			Une lecture historique






Poincaré sur le raisonnement par récurrence (1918) :
« On établit un théorème pour n=1 ; on montre ensuite que s’il est vrai de n-1, il est vrai de n et on conclut qu’il est vrai pour tous les nombres entiers. (...) C’est donc bien là le raisonnement mathématique par excellence et il nous faut l’examiner de plus près.
Le caractère essentiel du raisonnement par récurrence c’est qu’il contient, condensés pour ainsi dire en une forme unique, une infinité de syllogismes.
Pour qu’on s’en puisse mieux rendre compte, je vais énoncer les uns après les autres ces syllogismes qui sont, si l’on veut me passer l’expression, disposés en cascade.
Ce sont, bien entendu, des syllogismes hypothétiques.
Le théorème est vrai du nombre 1. Or s’il est vrai de 1, il est vrai de 2. Donc il est vrai de 2.Or s’il est vrai de 2, il est vrai de 3. Donc il est vrai de 3, et ainsi de suite.
On voit que la conclusion de chaque syllogisme sert de mineure au suivant. De plus les majeures de tous nos syllogismes peuvent être ramenées à une forme unique. Si le théorème est vrai pour n-1, il l’est de n.
On voit donc que, dans les raisonnements par récurrence, on se borne à énoncer la mineure du premier syllogisme, et la formule générale qui contient comme cas particuliers toutes les majeures.
Cette suite de syllogismes qui ne finirait jamais se trouve ainsi réduite à une phrase de quelques lignes. (…). Quelque loin que nous allions ainsi < sur un nombre fini de vérifications >, nous ne nous élèverions jamais jusqu’au théorème général, applicable à tous les nombres, qui seul peut être objet de science. Pour y arriver, il faudrait une infinité de syllogismes, il faudrait franchir un abîme que la patience de l’analyste, réduit aux seules ressources de la logique formelle, ne parviendra jamais à combler.
Je demandais au début pourquoi on ne saurait concevoir un esprit assez puissant pour apercevoir d’un seul coup d’œil l’ensemble des vérités mathématiques.
La réponse est aisée maintenant ; un joueur d’échec peut combiner quatre coups, cinq coups d’avance, mais, si extraordinaire qu’on le suppose, il n’en préparera jamais qu’un nombre fini ; s’il applique ses facultés à l’arithmétique, il ne pourra en apercevoir les vérités générales d’une seule intuition directe ; pour parvenir au plus petit théorème, il ne pourra s’affranchir de l’aide du raisonnement par récurrence parce que c’est un instrument qui permet de passer du fini à l’infini. (...)
Cette règle ne peut non plus nous venir de l’expérience ; ce que l’expérience pourrait nous apprendre, c’est que la règle est vraie pour les dix, pour les cent premiers nombres par exemple, elle ne peut atteindre la suite indéfinie des nombres, mais seulement une portion plus ou moins longue mais toujours limitée de cette suite. (…) Pourquoi donc ce jugement s’impose-t-il à nous avec une irrésistible évidence ? C’est qu’il n’est que l’affirmation de la puissance de l’esprit qui se sait capable de concevoir la répétition indéfinie d’un même acte dès que cet acte est une fois possible. L’esprit a de cette puissance une intuition directe et l’expérience ne peut être pour lui qu’une occasion de s’en servir et par là d’en prendre conscience.
Mais, dira-t-on, si l’expérience brute ne peut légitimer le raisonnement par récurrence, en est-il de même de l’expérience aidée de l’induction ? Nous voyons successivement qu’un théorème est vrai du nombre 1, du nombre 2, du nombre 3, et ainsi de suite, la loi est manifeste, disons-nous, et elle l’est au même titre que toute loi physique appuyée sur des observations dont le nombre est très grand, mais limité.
On ne saurait méconnaître qu’il y a là une analogie frappante avec les procédés habituels de l’induction. Mais une différence essentielle subsiste. L’induction, appliquée aux sciences physiques, est toujours incertaine, parce qu’elle repose sur la croyance à un ordre général de l’Univers, ordre qui est en dehors de nous. L’induction mathématique, c’est-à-dire la démonstration par récurrence, s’impose au contraire nécessairement, parce qu’elle n’est que l’affirmation d’une propriété de l’esprit même. »
Poincaré H., La science et l’hypothèse, Flammarion, Paris, 1918, pp. 19-24
			Avec les entiers naturels ...






		Une branche des mathématiques s’occupe de toutes ces questions relatives aux nombres entiers : la théorie des nombres . Des applications très importantes en découlent, par exemple la théorie des codes et la  cryptographie.

	Giuseppe Peano (1858-1932) fonde ℕ sur les 5 axiomes de Peano (voir la théorie 2). Il est ensuite possible de de démontrer ses propriétés.
		Une référence : un résumé de la construction des entiers naturels par les axiomes de Peano. : http://villemin.gerard.free.fr/aMaths/ThNb/Peano.htm

	Voir aussi https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiomes_de_Peano 








		Les nombres entiers relatifs




		Pourquoi des nombres négatifs ? Une idée pas si naturelle … 

	Un texte historique de Brahmagupta (628) :




« Lorsque le zéro est ajouté à un nombre ou soustrait d’un nombre, celui-ci demeure inchangé ; et le nombre multiplié par zéro devient zéro. (...)
Une dette moins zéro est une dette.
Un bien moins zéro est un bien.
Zéro (śhûnya) moins zéro est nul (kham).
Une dette retranchée de zéro est un bien.
Alors qu’un bien retranché de zéro est une dette.
Le produit de zéro par une dette ou par un bien est zéro.
Le produit de zéro par lui-même est nul.
Le produit ou le quotient de deux biens est un bien.
Le produit ou le quotient de deux dettes est un bien.
Le produit ou le quotient d’une dette par un bien est une dette.
Le produit ou le quotient d’un bien par une dette est une dette. »
Brahmagupta, Brâhmasphutasiddhânta, in : Ifrah G., Histoire universelle des chiffres, T.1, p. 97

		Descartes (1637) sur les négatifs




«  Sachez donc qu’en chaque équation, autant que la quantité inconnue a de dimensions, autant peut il y avoir de diverses racines, c’est-à-dire de valeurs de cette quantité. Car par exemple si on suppose x égale à 2, ou bien x ! 2 égale à rien ; et derechef x = 3 , ou bien x ! 3 = 0 ; en multipliant ces deux équations x ! 2 = 0 et x ! 3 = 0 , l’une par l’autre, on aura xx ! 5x + 6 = 0 , ou bien xx = 5x + 6 , qui est une équation en laquelle la quantité x vaut 2 et tout ensemble vaut 3. Que si derechef on fait x ! 4 = 0 , et qu’on multiplie cette somme par xx ! 5x + 6 = 0 , on aura x 3 ! 9xx + 26x ! 24 = 0 , qui est une autre équation en laquelle x ayant trois dimensions a aussi trois valeurs, qui sont, 2, 3 et 4.
Mais souvent il arrive que quelques unes de ces racines sont fausses, ou moindre que rien. Comme si on suppose que x désigne aussi le défaut d’une quantité, qui soit 5, on a x + 5 = 0 , qui étant multipliée par x 3 ! 9xx + 26x ! 24 = 0 fait x 4 ! 4x 3 ! 19xx + 106x ! 120 = 0 pour une équation en laquelle il y a quatre racines, à savoir trois vraies qui sont 2, 3, 4, et une fausse qui est 5. »
Descartes R., La Géométrie, p. 397
		Etes-vous au clair avec les notions suivantes ?
	L’ensemble des entiers relatifs : ℤ=  {… ;-3 ;-2 ;-1 ;0 ;1 ;2 ;3 ;4 ; …}

	Notations ensemblistes : 459;534 ; 515 ;515

	Opposé / soustraction (« additionner l’opposé ») / différence.

	Enoncer la célèbre «règle des signes». 
	L’énoncer.

	Qu’est-ce qu’une «règle» (en mathématiques) ?

	Savez-vous la justifier ?








		Les nombres décimaux




		Définir ce qu’on entend par écriture décimale, nombre décimal, partie entière, partie fractionnaire (d’un nombre). 

	Quel rapport avec la façon dont le calcul est effectué par une calculatrice ? 

	 On considère l’expression944. 
	La calculer à l’aide de la calculatrice pour x = 106 et pour y = 10-6. 

	Qu’en déduire ? 

	Et avec Geogebra ? Avec Photomath ?






		Les nombres rationnels




Etes-vous au clair avec les notions suivantes ?
		Nombre rationnels, division / quotient, inverse d’un nombre (non nul).

	Notations : 
	998

	Donner la division de 27 par 4 ; de 28 par 3 ; de 20 par 7.

	Connaissez-vous une autre caractérisation des nombres rationnels ? 

	Peut-on donner deux définitions différentes pour le même objet mathématique ?



	Conjecture : La somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel. 
La démontrer.

	Conjecture : Entre deux nombres rationnels différents existe toujours un troisième nombre rationnel.
	La démontrer. 

	On dit que ℚ est un ensemble dense.



	Il est possible de construire mathématiquement ℚ et de démontrer ses propriétés.

	Une lecture : « Pythagore et l’art de faire entendre les nombres », par F. Beaubois
https://edutheque.philharmoniedeparis.fr/pythagore-entendre-les-nombres.aspx




		Le choc des irrationnels




		«Dans un carré de côté 1, la diagonale n’est pas commensurable avec le côté».
	Que signifie cette phrase ?

	Ecrire cet énoncé de façon plus courte possible en utilisant des notations mathématiques.

	 Le démontrer.



	Question : combien y a-t-il d’irrationnels ?

	Conjecture : La somme de deux nombres irrationnels est un nombre irrationnel.
Vrai ou faux ? Justifier. 

	Question : connaît-on d’autres irrationnels ?
	Une réponse : Lambert 1761 montre l’irrationalité de π.

	En passant ... Quelle est la définition de π ?

	Démonstration de l’aire du disque (Archimède) avec GeoGebra 
https://edugemath.ch/3e/ch1a-explorations-numeriques/ma3a-ch1-documents/ma3a-ch1-act10-6-archimede_-aire-du-disque.ggb 






		Les nombres réels




		Question : quel est le nombre le plus proche de 1 ? 

	Question : les rationnels sont-ils proches les uns des autres ?
	Réponse 1: entre deux rationnels il y a toujours un rationnel (déjà vu!)

	Réponse 2: entre deux rationnels il y a une infinité de rationnels



	Question : quel mélange y a-t-il entre rationnels et irrationnels ?
	Réponse 1: entre deux rationnels il y a toujours un irrationnel

	Réponse 2: entre deux irrationnels toujours un rationnel



	Et les réels ? comment les définir ? Réponse (?) : tous les nombres situés sur la « droite réelle » ? Attention : cette notion de droite réelle n’est pas simple …

	Une lecture historique : texte historique de Dedekind (1872)




« Un fait se révèle toutefois de la plus haute importance : dans la droite L, il y a une infinité de points qui ne correspondent à aucun rationnel. En effet, si le point p correspond au nombre rationnel a, on sait que la longueur op est commensurable avec l’unité de longueur invariable utilisée pour la construction, c’est-à- dire qu’il existe une troisième longueur, qu’on appelle une mesure commune, dont ces deux longueurs sont des multiples entiers. Mais déjà les Grecs savaient et avaient démontré dans l’Antiquité qu’il existe des longueurs incommensurables avec une unité de longueur donnée, p.ex. la diagonale du carré dont le côté vaut cette unité. Si l’on reporte une telle longueur sur la droite à partir du point O, on obtient un point extrême qui ne correspond à aucun nombre rationnel. Attendu qu’il est en outre aisé de démontrer l’existence d’une infinité de longueurs incommensurables avec l’unité de longueur, on peut affirmer ceci : la droite L est infiniment plus riche en individus-points que le domaine R des nombres rationnels en individus-nombres.
Si maintenant, comme c’est notre intention, on veut aussi suivre arithmétiquement tous les phénomènes de la droite, les nombres rationnels n’y suffiront pas et il sera donc absolument nécessaire d’améliorer substantiellement l’instrument R, élaboré par la création des nombres rationnels, en concevant de nouveaux nombres, de façon à ce que le domaine des nombres acquière la même complétude ou, disons-le tout de suite, la même continuité que la ligne droite. »
Dedekind (1872), Traité sur la théorie des nombres, p. 18
		Il est possible de construire mathématiquement les réels et de démontrer leurs propriétés : voir la théorie 4 : Axiomatique pour ℝ.




		En route pour l’infini 




		Le paradoxe d'Achille et de la tortue, formulé par Zénon d'Élée (490-430 avJC), dit qu'un jour, le héros grec Achille a disputé une course à pied avec une tortue. Comme Achille était réputé être un coureur très rapide, il accorde à la tortue une avance de cent mètres. Pendant qu'Achille court jusqu'au point d'où a démarré la tortue, cette dernière avance, et ainsi de suite, de telle sorte qu'Achille ne pourra jamais annuler l'avance de l'animal. Pourtant notre intuition nous dit qu’Achille doit bien rattraper la tortue … Qu’en pensez-vous ?

	Que penser des sommes suivantes ?
	459

	998

	1058

	1058



	Conjecture 1 : Il y a une infinité de nombres entiers naturels.

	Qu’est-ce que l’infini ? 

	Conjecture 2 : Il y a une infinité de nombres entiers pairs.

	Conjecture 3 : Il y a plus d’entiers naturels que d’entiers naturels pairs.

	Que peut-on dire du cardinal d’un sous-ensemble de E par rapport à celui de E  ? Et si E est infini ?

	Qu’entend-t-on par dénombrabilité ?




			ℤ est-il dénombrable ?

	ℚ est-il dénombrable ?

	ℝ est-il dénombrable ?






	
	Questions :
	Y a-t-il plus de nombres réels que de nombres réels dans l’intervalle [0;1[ ?

	Question : y a-t-il moins de points sur la droite réelle dans l’intervalle [0;1] que de points dans le carré de sommets (0;0), (1;0), (1;1) et (0;1) ?

	Y a t-il plusieurs infinis ?

	Y a-t-il des infinis plus grands que d’autres ? 

	A suivre …






		Suites numériques




		Qu’entend-t-on par suite numérique ? Donner des exemples. Préciser les notations.

	Expliquer pourquoi on peut dire qu’une suite numérique est une fonction.




		Convergence d’une suite




		Qu’entend-t-on par convergence d’une suite numérique ? 

	Illustrer graphiquement avec les suites définies par formuleetformule.

	Donner une définition rigoureuse de la convergence d’une suite.

	Illustrer avec GeoGebra.




			Convergence d’une suite






Enoncer les théorèmes suivants puis les démontrer en utilisant la définition :
			Théorème « Unicité de la limite »

	Théorème «Limite d’un somme»






		Suite par récurrence




On considère la suite (sn) définie par s1 =1 et, pour tout entier naturel n on a : formule
			Calculer s2 et s3 .

	Conjecturer une expression de sn en fonction de n.

	Démontrer cette conjecture par récurrence.






	Prérequis de 1re/2e pour l’entrée en 3e


Voir le chapitre 1 du cours de 3e Mathématiques «niveau normal» : https://edugemath.ch/3e/ch1n-prerequis 
		Raisonnement par récurrence




Définition
Le raisonnement par récurrence (on dit aussi raisonnement par induction) permet de démontrer qu’une propriété est vraie pour tous les entiers naturels (ou pour tous les entiers naturels à partir d’un certain entier donné). 
Le principe est le suivant : 
		on suppose (c’est l’hypothèse de récurrence) que la propriété est satisfaite par un certain entier n donné (mais inconnu) ;

	on démontre qu’alors cette propriété l’est forcément pour l’entier suivant (son successeur) n+1 ; 

	on montre qu’elle est vraie pour un premier entier (le plus souvent 0 ou 1).





Ces trois étapes effectuées, on peut en déduire que la propriété est vraie pour tous les  entiers naturels supérieurs au premier entier pour lequel est l’est (cf l’image des dominos!). 
Exemple : démontrer par récurrence que formule. 
		on suppose que formuleest vraie pour un certain n [H.R.]

	démontrons qu’elle l’est aussi pour l’entier suivant, soit n+1 :
il faut démontrer que formule
on sait que formule, car [H.R.]
formule, car [dénominateur commun]
formule, car [mise en évidence]

	reste à montrer que l’égalité est vraie pour n =1 :formule oui !




Par récurrence, l’égalité est donc vraie pour tout n supérieur ou égal à 1.

			Axiomatique pour les entiers naturels1 Merci à M. Cuénod pour les ressources historiques. Source : Cuénod et Aebi : « Nombres » 






Ce principe de récurrence est constitutif de ce que sont les entiers naturels ; il apparaît comme un axiome dans la construction de Peano (voir plus loin)
Le mathématicien Giuseppe Peano (1858- 1932) fonde dans son ouvrage «Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita» (1889) l’ensemble ℕ des entiers naturels sur les cinq axiomes suivants :
	 L'élément appelé zéro et noté 0 est un entier naturel [«ainsi ℕ n’est pas vide»]

	Tout entier naturel n a un unique successeur, noté s(n) ou Sn qui est un entier naturel.

	   Giuseppe Peano
source :https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Peano/  
Aucun entier naturel n'a 0 pour successeur  [«ainsi ℕ possède un «premier» élément»]

	Deux entiers naturels ayant le même successeur sont égaux.

	Si un ensemble d'entiers naturels contient 0 et contient le successeur de chacun de ses éléments, alors cet ensemble est ℕ [« ℕ suit le principe de récurrence »]



		Dénombrabilité




Définition
Un ensemble E est dit dénombrable si et seulement si il existe une bijection entre E et ℕ.
Théorème
ℕ, l’ensemble des entiers pairs, ℤ et ℚ sont dénombrables.
Théorème
ℝ n’est pas dénombrable.

			Axiomatique pour les nombres réels2 Merci à M. Cuénod pour les ressources historiques. Source : Cuénod et Aebi : « Nombres » 






		Une première axiomatique : 
« Pour l’honneur de l’esprit humain », Jean Dieudonné, pp79-81: « L’identification des nombres réels aux points d’une droite , instaurée par Descartes, avait fini par susciter des réticences chez les mathématiciens du XIXe siècle, préoccupés de rigueur (… ) ils avaient donné la préférence à des « définitions arithmétiques » des nombres réels . […]. 
Il y a une sorte d’«objets primitifs», appelés nombres réels, et trois «relations primitives » entre ces objets : 




	Une relation d’ordre que l’on écrit x ≤ y 

	Une relation d’addition entre trois nombres réels que l’on écrit z = x + y 

	Une relation de multiplication entre trois nombres réels que l’on écrit z = xy


La théorie comporte ensuite 17 axiomes :
		Ax.1	: Il existe deux nombres réels distincts [existence]

	Ax.2	: Si x,y sont deux nombres réels, on a x ≤ y ou y ≤ x [relation d’ordre total]

	Ax.3	: Si on a à la fois x ≤ y et y ≤ x, alors x = y, et réciproquement [antisymétrie]

	Ax.4	: Si x ≤ y et y ≤ z, alors x ≤ z [transitivité]

	Ax.5	: (x + y) + z = x + (y + z) [pour tout467 - associativité (pour l’addition)]

	Ax.6	: x + y= y + x [pour tout467 - commutativité (pour l’addition)]

	Ax.7	: Il existe un nombre réel a tel que a + x = x pour tout nombre réel x 
[élément neutre (pour l’addition) – c’est le 0]

	Ax.8	: Pour tout nombre réel x, il existe un nombre réel x’ tel que x + x’ = a 
[élément symétrique (pour l’addition) – c’est l’opposé] 

	Ax.9	: Si x ≤ y, alors x +z  ≤ y + z [transitivité]

	Ax.10 : (x y) z = x (y z) [pour tout467 - associativité (pour la multiplication)]

	Ax.11 : x y= y x [pour tout467 - commutativité (pour la multiplication)]

	Ax.12 : Il existe un nombre réel e tel que ex = x pour tout nombre réel x 
[élément neutre (pour la multiplication) – c’est le 1]

	Ax.13 : Pour tout nombre réel x différent de a , il existe un nombre réel x’’ tel que xx’’ = e [élément symétrique (pour la multiplication) – c’est l’inverse] 




		Ax.14 : Si a ≤ x et a ≤ y, alors a ≤ xy [pour tout459]

	Ax.15 : (x + y) z = xz + y z ou  z (x + y) = zx + zy 
[pour tout459 - distributivité (de la multiplication sur l’addition)]

	Ax.16 : Si 459et 459, alors pour tout nombre réel y il existe un entier n tel que y ≤ nx [axiome d’Archimède, ou «381 est archimédien»]

	Ax.17 : Si 543et543sont deux suites infinies de nombres réels tels que, pour tout k≥0, on a : 534, alors il existe un nombre réel x tel que 534 
[axiome des intervalles emboîtés] »




		Une seconde axiomatique




Une autre manière de présenter axiomatiquement les nombres réels insiste plus sur l’aspect structurel qui organise ces nombres réels :
	A : formuleest un corps commutatif



c’est-à-dire que :

		+ etformulesont des opérations internes, commutatives et associatives

	0 est l’élément neutre pour + dans formule

	1 est l’élément neutre pourformuledans formule

	tout nombre réel admet un élément symétrique dans formulepour + et tout nombre réel non nul est admet un élément symétrique dans formulepour formule

	la multiplication est distributive par rapport à l’addition.




Remarque ces axiomes permettent de justifier rigoureusement la résolution des équations ainsi que les pratiques du calcul usuel.
	B : formuleest totalement ordonné



c’est-à-dire que :
		pour toute paire de nombres réels a et b on définit : formule
on a alors : soit formule, soit formule

	cette relation est est réflexive, transitive et antisymétrique 




on parle alors d’une relation d’ordre.
Remarque: ces axiomes permettent de justifier rigoureusement la résolution des inéquations, de définir la notion de distance (valeur absolue) et de parler de maximum, minimum, …
	C : formuleest archimédien



c’est-à-dire que : si deux nombres sont donnés, il y a toujours un multiple du plus petit qui dépasse le plus grand :formule
Remarques:
		il n’y a pas de maximum, ni de minimum dans formule ;

	tout intervalle ]a;b[ contient au moins un nombre rationnel.




	D : formuleest complet



c’est-à-dire que : tout système d’intervalles emboîtés définit un et un seul nombre réel.
Remarque : on peut identifier chaque nombre réel à un point d’une droite orientée possédant une origine.
		En se basant sur ces 17 axiomes et seulement sur ceux-ci on peut démontrer un certain nombre de propriétés élémentaires.




		P1 : L’élément neutre a pour la relation d’addition est unique.
On note par le symbole 0 cet unique élément neutre de l’addition.

	P2 : Le symétrique x’ pour la relation d’addition de tout nombre réel x est unique.
On note -x cet unique symétrique.

	P3 : L’élément neutre e pour la relation de multiplication est unique.
On note par le symbole 1 cet unique élément neutre de la multiplication.

	P4 : Le symétrique x’’ pour la relation de multiplication de tout nombre réel x non nul est unique. On note formuleouformulecet unique symétrique.

	P5 : Si x + z = y + z, alors x = y 

	P6 : formule

	P7 : formule

	P8 : Il n’y a pas de diviseur de zéro dansformule , c’est-à-dire que si xy = 0, alors x=0 ou y = 0

	P9 : Si x > 0, alors –x < 0 

	P10 : On a (-x)y = -(xy) et (-x)(-y) = xy [règle des signes]

	P11 : formule

	P12 : formule

	P13 : Siformuleavec formule, alors formule 




[a < moyenne harmonique < moyenne géométrique < moyenne arithmétique< b]
		Suites numériques




Définition
Quand à tout entier positif n on associe un nombre réel sn, on parle de suite (infinie) (de nombres). On note : 524
sn  est appelé terme général de la suite524et le nombre sn est appelé le n-ième terme de la suite.
Remarque : il ne faut pas confondre la suite524avec l’ensemble des valeurs de la suite515. 
Exemple : pour la suite 570, l’ensemble des valeurs est {−1, 1}.
Remarque : une suite est une fonction (en fait une application) de288dans288.
		Convergence d’une suite




Définition
Une suiteformuleconverge si et seulement si il existe un nombre réel s tel que
473
On note alors formule (ou formule).
S’il n’existe pas de tel s, on dit que la suite diverge. Une suite oscille si les termes alternent successivement entre valeurs positives et négatives. 
Exemple : soit la suiteformule, oùformule. Représenter graphiquement la suite, puis déterminer la valeur de formule telle que formule puis formule. Montrer enfin que cette suite converge vers 1.
Une représentation graphique de cette suite est donnée par :


formule

cela signifie que sur le graphe, dès que n>9, l’écart entre les valeurs de la suite et 1 devient strictement inférieur à 0,1
formule

cela signifie que sur le graphe, dès que n>99, l’écart entre les valeurs de la suite et 1 devient strictement inférieur à 0,01 ; on choisit alors N = 100.

soit ε > 0 donné (penser qu’on le souhaite très petit) ; 
on veut |formule 
on choisit donc formule (la partie entière deformule), et on a bien : formule
cela signifie que sur le graphe, si on souhaite que l’écart entre les valeurs de la suite et 3 devienne strictement inférieur à un ε donné (très petit) ,il faut choisirformule, c’est-à-dire formule 
Théorème
Si (formule converge, alors sa limite est unique.
Théorème
Soit (formule et formule deux suites qui convergent, c’est-à-dire formuleetformule.
Alors on a : formule, formuleetformule
Raisonnement par récurrence
	Ecrire la quantité 256 en base 2, 7 et 16.

	Démontrer le critère de divisibilité par 5.
	Démontrer le critère de divisibilité par 7.



	Utiliser la récurrence pour montrer que :


	1037

	1088

	1526

	527est un multiple de 8.

	formule


	Démontrer l’équivalence entre «x est une fraction irréductible» et  «x est un nombre dont la partie fractionnaire de l’écriture décimale est finie ou infinie périodique». 

	Démontrer que formule et formulene sont pas rationnels.

	Démontrer que formule n’est pas rationnel.


Suites
	Donner les quatre premiers termes des suites définies par leur terme général (n≥0):


	formule

	formule

	formule


	Déterminer le terme général des suites suivantes :


	∀ε > 0, ∃ N ≥ 1 tel que ∀n ≥ N, on a : |s n − s| < ε.

	formule

	formule

	formule


	Soit la suite définie parformule. 


	Représenter graphiquement la suite.

	Trouver la valeur de 452 telle que : 
	formule

	formule




	Soit la suite de terme généralformule Trouver pour cette suite la valeur de formule telle que :


	formule

	formule

	Montrer qu’elle converge vers s = 0.

	Interpréter avec GeoGebra.


	Soit la suite définie parformule. Trouver la valeur de formule telle que : 


	formule

	formule

	formule

	Démontrer qu’elle converge vers s = 2. 

	Interpréter avec GeoGebra.


		On considère la suite (sn) telle que
s0 =12 et telle que pour tout entier naturel on a : sn+1 =3 sn −8.




Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n , on a : sn=4+8 3n
		On considère la suite (sn) telle que
958et telle que pour tout entier naturel on a : 781




Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n , on a : 824
« Il y a trois sortes de mathématiciens,
ceux qui savent compter et ceux qui ne savent pas »
Mathématicien inconnu
Prérequis de 1re et 2e années pour l’entrée en 3e année 

Prérequis de 1re et 2e années pour l’entrée en 3e année
	Voir le chapitre 1 du cours de 3e Mathématiques «niveau normal» ;


Ensembles de nombres  
	manipuler les écritures dans différentes bases ;

	connaître les principales propriétés des ensembles de nombres ℕ, ℤ, ℚ et ℝ et les notations ensemblistes570 ;

	savoir utiliser le raisonnement par récurrence pour démontrer une propriété dans ℕ ; 

	savoir démontrer : 
		les critères de divisibilité par 3 et 5 ; 

	il existe une infinité de nombres premiers ;

	n est (im)pair si et seulement si n² est (im)pair

	la somme de deux nombres rationnels est un nombre rationnel ;

	entre deux deux nombres rationnels différents existe toujours un troisième nombre rationnel ;

	504, 504, 504, formule, formule

	il existe une infinité de nombres irrationnels ;

	la somme de deux nombres irrationnels n’est pas forcément un nombre irrationnel ;

	il n’existe pas de « nombre (réel) le plus proche de 1 (et différent de 1)» ;

	entre deux rationnels existe un infinité de rationnels ;

	entre deux rationnels existe toujours un irrationnel ;



	ℕ, l’ensemble des entiers pairs, ℤ et ℚ sont dénombrables;

	[0;1[ et ℝ ne sont  pas dénombrables.




Suites numériques
		savoir définir une suite numérique ; savoir la représenter graphiquement ; 

	savoir identifier à partir de quel terme la différence entre les valeurs de la suite et un nombre donné s sont inférieurs à un nombre donné ε  ; 

	savoir définir la convergence d’une suite numérique ;

	savoir démontrer la convergence d’une suite numérique simple ;

	savoir résoudre un problème faisant intervenir la récurrence pour une suite.




